Arne Pohls

In Strukturen

Festigen, vertiefen und vernetzen durch Entdeckungen

Wenn das zu Gbenden Aufgabenmaterial aus einer mathematischen Struktur entspringt

!

sind Ubungsphasen mehr als reine Wiederholungsphasen. Gelenkte Entdeckungen in
einer strukturierten Ubung ermdglichen Vernetzungen und Vertiefungen ’

Was ist Uben?

,Von Ubung sprechen wir in der Re-
gel, wenn ein Satz an Wissenselemen-
ten oder eine Fertigkeit anhand einer
groBeren Zahl gleichartiger Aufga-
ben gelibt wird” (Wittmann 1992)

Immer, wenn eine Unterrichtssitu-
ation ein Kind also dazu bringt, wie-
derholt ein Wissenselement (wie das
Ergebnis einer Einmaleinsaufgabe)
oder eine Fertigkeit (wie eine Addi-
tion im Hunderterraum) auszufiih-
ren, sprechen wir von einer Ubungs-
situation. Zu einer Ubungssituation
gehort ein ,Pool von Aufgaben’, der
gelibt werden soll. Dazu gehort ein
,Aufgabengenerator’, der konkrete
Aufgaben zur Verfugung stellt. Das
kénnte ein Lernheft sein, ein Zufalls-
generator oder eine Lernsoftware.
Der Kind bearbeitet die Aufgaben
und es wird das Ziel der Geldufigkeit
verfolgt.,,Ubung macht den Meister"

Heute weild man, dass das Abru-
fen von Wissenselementen oder das
Beherrschen einer Fertigkeit noch
nicht dazu fiihrt, dass man,meister-
lich”in der Mathematik ist. AuBerdem
herrscht die Uberzeugung, dass das
Beherrschen einer Fertigkeit nicht
allein durch deren haufige Ausfih-
rung erlernt werden kann. Es stellt
sich also die Frage, wie Ubung statt-
finden soll.

ZeitgemdBe Ansétze zum Uben, set-
zen die Aufgaben aus dem ,Aufga-
benpool” in einen Sinnzusammen-
hang. Der Sinnzusammenhang
verbindet die Aufgaben und setzt sje
in Beziehungen zueinander. Gleich-
zeitig wird in der Bearbeitung des
Zusammenhangs Ubung erfolgen,
Das Ziel einer Ubungsstunde ist dann
nicht,Wir Giben” sondern quasi:,Wir
behandeln ein (hoffentlich) spannen-
des Thema und nebenbei tiben wir
auch!” Dabei wird das Uben in einer
ubergeordneten Frage- oder Prob-
lemstellung eingebettet.

Wenn das Uben einer tibergeord-
neten Frage- und Problemstellung
entspringt, gibt es einen signifikan-
ten Unterschied: Die Verbindung
der Aufgaben selbst ist mathema-
tisch und nicht sachfremd. Dariiber
hinaus sind die elementarmathe-
matischen Entdeckungen, die in sol-
chen Ubungsphasen errungen wer-
den kénnen, hochgradig motivierend
fur Kinder.

Produktive Ubungen

Der Aufgabengenerator beim pro-
duktiven Uben (vgl. Kasten, S. 33) ist
eine mathematische Struktur. Da alle
Aufgaben aus der gleichen Struktur
heraus generiert werden, sind sie in

einem ganzheitlichen Zusammen-
hang vernetzt. Durch die Struktu-
rierung wird zum einen kleinschrit-
tiges Uben sowie die Stufung und
Isolierung von Schwierigkeiten ver-
mieden. Zum anderen ermaglicht sie
aber auch eine Vernetzung. Diese Ver-
netzung zeigt sich auf zwei Ebenen.
Zum einen besteht die Maoglichkeit,
Erkenntnisse (iber Gesetze und Sit-
ze der jeweiligen Operation (wieder)
Zu gewinnen oder nachzubilden. Es
wird an den Beziehungen zwischen
einzelnen Aufgaben gearbeitet. Im-
mer wieder entstehen in solchen
Ubungssituationen analoge Aufga-
ben, Nachbaraufgaben, Tauschaufga-
ben ... Diese verwandten Aufgaben
entstehen oft, nachdem sie bereits
im Unterricht thematisiert worden
sind. Fiir die Lehrkraft bietet sich die
Méglichkeit, die Beziehung zwischen
den Aufgaben aufzugreifen. Durch
die Winter'sche Auffassung,Uben ist
[...]im Wesentlichen die Aufnahme
eines Lernprozesses, das Nochmal-
nachbilden, Nocheinmalnachbauen
von Lernsituationen” (Winter 1984)
wird dieses Konzept verdeutlicht.
Die zweite Ebene der Vernetzung
betrifft die Verkniipfung mit der auf-
qabengenerierenden Struktur. Beim
Uben in Strukturen stellt sich auto-
matis-ch eine Verbindung zwischen
dem Ubungsstoff und weiteren Kom-
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TIVES UBE! e e S

Mit dem Begriff des Produktiven {Jbens unterstreicht Winter
(1984), dass sich die Ubung wahrend der Herstellung eines ma-
thematischen Produkts vollzieht. Dies konnen Zahlen, Zeichen,
geometrische Figuren, Abbildungen, Gleichungen oder TerrTﬁe
sein. Die Handlungen zur Herstellung dieser Produkte engt Win-
ter auf vier wichtige Grundtypen ein: Rekursion, Iteration, Kom-
bination und Umstrukturierung. )
In der Vor-Algebraischen Welt der Grundschule spielen die
0.9. Terme und Gleichungen noch eine untergeordnete Rol!e
und werden meist noch nicht als das wahrgenommen, was si€
spater einmal werden. Das lasst Terme und Gleichungen den-
noch fiir den Grundschulunterricht nicht irrelevant werden. In
der Grundschule treten sie in Formvon Aufgabenformaten auf.
Eine dreistsckige Zahlenmauer bildet drei (natiirliche Zahlen)

auf eine dritte ab.

Klassifizierung nach Wittmann:

y LU LA t K ea +eniktririert
problemstr
I

gestiitzt Triff die 999!" (5. u.)

Die Abbildungsvorschrift ist in Form von algebraischen Glei-
chungen beschreibbar. Die geometrische Anordnung der Fel-
der und die genannte Rechenvorschrift ersetzen die Gleichung.

,Berechne viele Zahlenmauern und klebe sie aufein schones
Plakat” ist keine produktive Ubung sondern eine aktionistische
Handlung. ,Berechne alle Aufgaben auf dem Arbeitsblatt” er-
zeugt als Produkt ein volles Arbeitsblatt, aber kein mathema-
tisches Produkt.

Finde moglichst viele/alle Zahlenmauern mit Deckstein
10" Oder: ,Finde alle Zahlenmauern durch Vertauschen der
Basissteine 2,3 und 4" sind Aufgabenstellungen, die zu mathe-
matischen Produkten fiihren.

Die folgende Tabelle zeigt eine entsprechende Klassifizierung
von produktiven Ubungen nach Wittmann, inklusive passen-

der Beipiele.

sl .
ukturie

Zahlenmuster verdndern Einkauf mit Rechengeld

(vgl.S.8)

bei Buchstabensummen Nachkommen von Tieren

formal

Petenzbereichen dar. Dies ist meis-
tens der Kompetenzbereich ,Muster
Und Strukturen”, hiufig auch ,Pro-
bl_em|6$en” und ,Argumentieren”.
Nicht selten sind auch kombinatori-
sche Aspekte enthalten.

Diese Vernetzung ist nicht nur auf
Pragmatischer Perspektive effizient.
W.e”n es gelingt, verschiedene Be-
'€iche des Mathematikunterrichts zu
Verbinden, ohne dass Teile leiden, ist
da-s eine effektive Unterrichtsvorbe-
"éitung. Die Bildungsstandards wei-
€N, Muster und Strukturen” oder
Problemissen” als zu unterrichtende
?ereiche aus. Wer nicht in Strukturen
lfbt und wer nicht problemorientiert
ub_t' der muss zusétzliche Unterrichts-
2€it fir Problemlgsen und Muster zur
;/u_er:fugung stellen. Dartiber hinaus

ren diese Vernetzungen sowoh!
2U vertieften Erkenntnissen tber die
%u Untersuchende Struktur als auch
ber den Ubungsstoff.

_ Eines der groBen Missverstand-
Z;ZSE von produktiven Ubungen ist
StrUkemannahme, dass Muster ur'wd

turen lediglich den Differenzie-

mit Buchstabensummen
2 B. 170 erreichen (vgl.S.12)

elraum fur die vermeintlich
,starken Kinder” darstellen. Richtig
ist, dass produktive Ubungen stets in
weiten Teilen selbstdifferenzierend
sind. Kinder, die keinen Ubungsbe-
darf haben, erforschen die zugrun-
deliegende struktur, wihrend andere
Kindervorranging {ben. Der Umkehr-
schluss, dass vermeintlich schwac.he
Kinder in solchen situationen ledig-
lich Uben sollen, gilt aber nicht.Im Ge-
il Gerade Kindern, die Schwie-
Nutzen von Mustern
haben, sollten struk-
ler Bestand-
sich in

rungsspi

gente
rigkeiten beim
und Strukturen
turierte Ubungen zentra
teil sein. Wie lernen sie sonst, '
Mustern und Strukturen, die beim
Rechnen und in allen Teilen der Ma—
thematik fundamental wichtig .smd,
zurechtzufinden? - nstrukturierte
(Jbungen’ stellen enorme Anforde-
rungen an das Gedéchtnis, und g?—
rade hier finden sich haufig Schwa-
chen” bei lernschwachen Kindentl. Erst
Strukturierte Ubungen ermég!lcherl
Riickgriff auf vorhandenes Wlss§n

und entlasten dadurch das Arbeits-
gedéchtnis." (vgl. Scherer 2009)
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schablone verschieben (S.12)

Produktive Aufgaben sind
selbstdifferenzierend

Die Schiilerldsung von May (Abb. 1)
illustriert einen Vorteil des produkti-
ven Ubens am Beispiel von ,Triff die
999! (sieche Kasten). May beherrscht
die schriftliche Addition seit Kurzem.
Ihr unterlaufen seit dieser Stunde kei-
ne Fehler mehr. Um Geldufigkeit zu
erzeugen und dem Vergessen entge-
gen zu wirken, sind eine Vielzahl von
Wiederholungen notwendig. May hat
eine spannende Aufgabe - ein her-
ausforderndes Problem — und tibt ne-
benher. Beim flnften Versuch landet
sie einen Treffer. Jetzt vertauscht sie
lediglich die Ziffern spaltenweise und
fiillt so das gesamte Blatt weit tber
den Ausschnitt der Abbildung hin-
aus. Es konnte beobachtet werden,
wie sie Ziffern tauscht, das Ergebnis
darunter schreibt und dann die Uber-
trage ergéanzt. Ubt sie noch? Ist das
Format fiir sie nicht jetzt eine Rechen-
vermeidungsbeschaftigung? Sicher-
lich Gibt sie nicht mehr das Ausfiihren
des Algorithmus, aber sie kann spal-
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Abb. 2: Rami findet drei grundsitzlich verschiedene Lésungen
und markiert sie mit verschieden Farben
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Abb. 1: May ,schleicht sich an” und tauscht dann Ziffern

spaltenweise. Gber die Stellenwerte

tenweise tauschen, weil sie die Struk-
tur des Algorithmus verstanden hat.
Zahlen stellenweise zu betrachten ist
der Kern der schriftlichen Addition.
May vertieft sich also inhaltlich. Sie
kann aufgefordert werden, ihre Er-

#Triff die 999!
[Variante der Aufgabenstellung,Triff die 1000!" von Scherer in diesem Heft]

Aufgabe:

Die Kinder sollen mit den 9 Ziffernkarten von 1-9 drei 3-stellige Zahlen legen, deren Summe
moglichst 999 betragt.

Die Anzahl moglicher Aufgaben, die man mit 9 verschiedenen Ziffern legen kann, betragt
362 880. Ubungsspielraum ist also reichlich geboten.

Entdeckungshorizont:

Es gibt 1080 passender Aufgaben. Obwohl die Anzahl groB ist, bleibt es unwahrscheinlich,
dass durch reinen Zufall eine passende Aufgabe gefunden wird.

Es gibt Kinder, die sich der 999 ,anschleichen’, indem sie bei einer zu hohen oder zu niedrigen
Aufgabe gezielt Ziffern tauschen. Andere Kinder systematisieren und versuchen bei den
Einer-Ziffern stets 19, bei den Zehnern stets 18 und bei den Hundertern stets 8 zu erreichen.,
Hat man eine Aufgabe kann man spaltenweise durchtauschen. Geschickte Tauschmaglich-
keiten gehen auch zeilenweise, wenn passende Paare getauscht werden.

Produkt:
Drei 3-stellige Zahlen aus insgesamt 9 Ziffern, deren Summe 999 ergibt.

Methodisches:

Ein Aufgabenblatt (vgl. Abb. 1) ermdéglicht die Dokumentation der Versuche. Die Kinder mar-
kieren bei ihren Fehlversuchen, ob das Ergebnis zu hoch oder zu niedrig ist.

Dies soll alle richtig gerechneten Aufgaben wiirdigen und tiberfliissiges Radieren verhindern.
Ein Nachteil des Blattes ist, dass es die Kinder zum,anschleichen” ermuntert und andere sys-
tematische Vorgehensweise vernachlassigt.
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kenntnis zu formulieren und danach
weitere grundsatzlich verschiedene
Aufgaben zu finden.

Rami (Abb. 2, 3) geht strategisch
vor, tauscht Ziffern systematisch und
formuliert spannende Entdeckun-

Abb. 3: Rami bildet die Gesamtsumme aller Ziffern (45) und verteilt sie

gen, wahrend andere Kinder noch
die Chance zum Uben haben.

Der Entdeckungsspielraum, den
Rami und May in den Kompetenzbe-
reichen,,Problemlésen",,,Argumentie~
ren” sowie ,Muster und Strukturen”
ausschopfen, vertieft also die Kennt-
nis ber die auszufiihrende Opera-
tion. Das bedeutet, dass die Kinder
sich nicht entscheiden, ob sie sich
mit dem zu Gibenden Thema oder der
Struktur beschiftigen. Die Struktur
ermaglicht eine Vertiefung des zu
tibenden Themas und das zu iiben-
de Thema fiihrt in die Struktur. Ein
solches Ubungskonzept stellt das
Verhéltnis zwischen Ubungsphasen
und Erkundungsphasen in ein ande-
res Verhdltnis, das Winter (1984) so
beschreibt, dass ,entdeckend gelibt
und tibend entdeckt” wird.

I_(_Iassifikation strukturierter
Ubungen

I?ie Aufgaben beim produktiven
Uben entstammen nicht nur aus ei-
ner Struktur. Man kann analysieren,
welcher Art die Strukturierung ist.
'f] Anlehnung an die Prinzipien des
Ubens nach Winter (1984) erweitert
Wittman (1992) zu einem Klassifika-
tionssystem von Ubungsformen.
Aufgaben wie ,Triff die 9991 bie-
ten Kindern eine Problemstellung.
Wittmann spricht dabei von Jprob-
lemstrukturierten Ubungen ”
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Ein Problem liegt dann vor, wenn der
Weg der Transformation vom Aus-
9angs- zum gewiinschten Endzu-
stand einer Aufgabe unbekannt ist
oder es momentan uniiberwindba-
re Hirden in der Transformation gibt.

Bei problemstrukturierten Ubun-
9en dient die zu tibende Fertigkeit
dem Lésen eines Problems.

Die Art der Strukturierung kann
auch operativ- oder sachstrukturiert
sein. Operativ strukturierten Ubun-
gen ist gemein, dass die Kinder auf-
9gefordert werden, zu beobachten,
2U beschreiben und zu begriinden,
Wie sich eine bestimmte Operation
auf ein mathematisches Objekt aus-
Wwirkt. Winter (1984) fordert ,Gleich-
artige Ubungsaufgaben sollten im
Sinne des operativen Prinzips als sys-
tematische Variation der Daten er-
Zeugt werden, um dadurch Gesetz-
MdBigkeiten zu erkennen und somit
Kenntnisgevvinn zu erzielen”. Beispie-
le iy operativ strukturierte Ubungen
sind die bekannten , Entdecker-Péck-
chen” oder auch,Schéne Packchen.”
Aufeine Ausgangsaufgabe wirkt eine
RecherWOpera'tion und die Kinder be-
Obachten, wie sie sich auswirkt.

Bei sachstrukturierten Ubungen
€rwachsen aus einer mathematisch
'Nteressanten Sachsituation eine
Reihe verwandter Aufgaben. Ein be-
kanntes Beispiel fiir das sachstruk-
turierte (ben der Multiplikation von
Wittmann/Miiller (1990) ist die Nach-

?mmenschaft von Tieren pro Jahr.
[?'e Anzahl der Wiirfe pro Jahr mul-
tipliziert mit der Anzahl der Jungen
ProWurf ergibt jeweils die Nachkom-
men pro Jahr.

_ (Hinwejs: 7y sachstrukturierten
Ubungen erscheint 2018 ein eigenes
Heft bei,Grundschule Mathematik”)

Weiter unterscheidet Wittmann
(ebd,) in Ubungen, die rein formal
St.c“fttfinden und Ubungen, die gé-
Sttzt sing, Gestiitzte Ubungen ver-
\';Vrend’eh bei der Bearbeitung des

Oblems oder der Durchfiihrung
der Operation Material oder bildli-
che Darstellungen. Formale Ubun-

gen finden auf der symbolischen
Ebene statt.

Rolle der Lehrkraft

Im aktiv-entdeckenden Unterricht,
und somit beim produktiven Uben,
ist es nicht die primare Aufgabe der
Lehrkraft, Wissen zu vermitteln, son-
dern Situationen zu schaffen, in de-
nen Kinder eigenstandig und durch
gelenkte Entdeckungen neue Er-
kenntnisse erlangen. Dabei bendti-
gen die Kinder UnterstUtzung.,,Eht—
deckend iiben will gelernt sein”
(Verboom 2004).

In der Bearbeitung eines produk-
tiven Lerngegenstands werden sich
sowohl die Aktivitaten als auch der
Lernzuwachs der einzelnen Kinder
unterscheiden. Damit umzugehen,

ert von der Lehrkraft besonde-

ford
i en/

re Befahigungen, wie Krauthaus
Scherer (2010) susammentragen. Die
Unterrichtsvorbereitung muss sich
andern. Die Lehrkraft muss den Ent-
deckungsspielraum selbst erschlie-
en, um fachliche Souveranitat zu
gewahrleisten. Sie muss in der Lage
sein, durch Frage- und Impulstech-
niken Kinder tiefer in die Struktur zu
fuhren. .
Solche Fragen an Formate, die zu
Fragen an Kinder werden kannen, hat
Leuders (2009) susammengestellt

(vgl. Kasten ,Fragen an Formate”).
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Bei problemstrukturierten Ubungsformen:
Operatives Durcharbeiten von Umkehr-
aufgaben/Aufgaben mit Parametern

Umkehrfrage: Wann kommt ... heraus?
Optimierung: Wann ist ... am grof3ten/
kleinsten/besten?
Funktionale Abhdngigkeit: Was passiert,
wenn ...7
Kombinatorische Ausschopfung: Wie viele
Méglichkeiten gibt es ...? Wie lauten alle
Moglichkeiten ...?
Spielerisches Auseinandersetzen mit
Spielsituationen
Ubungsspiel: Spielt miteinander.
Spielanalyse: Findet eine gute Strategie.
Eigene Aufgaben erarbeiten mit Muster-
aufgaben
Variieren: Verandere die Aufgaben
(Welche kannst du noch ebenso bearbeiten,
welche nicht? Warum?)

Bei strukturorientierten Ubungen:
Muster erkennen und erzeugen in strukturierten
Aufgabenserien
Muster suchen: Welche Muster kannst du
entdecken?
Muster fortsetzen: Wie ldsst sich das Muster
fortsetzen?
Analogisieren: Wie lauten dhnliche Aufgaben?
(Warum sind sie ahnlich?)
Strukturieren von unstrukturierten Aufgaben-
gruppen
Sortieren/Klassifizieren: Bilde Gruppen ... je
nach Losbarkeit/ Typ/...
Passung priifen: Welches Beispiel passt
nicht? Warum?
Bewerten: Suche die schwierigsten/
leichtesten/ungewodhnlichen heraus.
Argumentierenangestellten/geldsten Aufgaben
Muster begriinden: Wieso kommt dieses
Muster heraus?
Darstellen: Wie kann man die Situation an-
ders darstellen? (grafisch, rechnerisch ...)
Richtigkeit/Gliltigkeit: Welche Aufgabe ist un-
maoglich/sinnvoll? Stimmt die Behauptung?
Warum?
Fehler finden: Was ist hier falsch? Warum?
Wie kann man es besser machen?
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